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 الملخص 
إلى عرض بعض تطبيقاته في يهدف هذا المقال إلى استعراض مفاهيم حساب التفاضل والتكامل الكسري من الناحية الرياضية، بالإضافة  

يتبين من كل ذلك أهمية   هربائية والطب، إذ نقدم بعض الملخصات القصيرة التي كتبها باحثون متميزون.فيزياء والتحكم والدارات الكلامجال  
 .ويعتقد أن يكون له تطبيقات أكثر تعقيداً ستغير المستقبل هذا الفرع الحديث من فروع الرياضيات

 .الدارات المتماثلة، التحكم، نظام تحديد المواقع ،حساب التفاضل والتكامل الكسري  – كلمات مفتاحية
 

 

I. مقدمة       
العلوم   وكذلك  الرياضيات  في  الهامة  المفاهيم  من  الاشتقاق  يعد 
نمذجة  في  كبيرة  أهمية  له  إذ  مجالاتها،  بمختلف  التطبيقية 

رتباط الوثيق اهر الطبيعية المتغيرة. تعود هذه الأهمية إلى الاو الظ
ومفه مفهومه  مفهو   مو بين  يقترن  فمثلًا،  من التغير،  المشتق  م 

المرتبة الأولى بسرعة التغير في النظام الديناميكي، والمشتق من 
المرتبة   من  المشتق  بينما  التغير،  ذلك  بتسارع  الثانية  المرتبة 

أن  jerk)بالارتجاج  الثالثة   دوماً  نلاحظ  التسارع.  تغير  معدل   )
ا لكنمرتبة  طبيعية،  قيمة  تأخذ  آخر    لاشتقاق  سؤال  هناك  كان 

المرتبة يدور في رأ الرياضيين وهو "هل يمكن أن تكون هذه  س 
1/2قيمة حقيقية، أي هل يمكن أن يكون لدينا   1/2/d y dx  ؟، إذ

من   مرسلة  رسالة  في  السؤال  هذا    1695عام    l’Hopitalكان 
"Leibniz   [1إلى   الجواب  وكان  واضحة،  [،  مفارقة  هذه 

 يوما ما نتائج مفيدة".   اسيستخلص منه
بقي مفهوم الاشتقاق من مراتب كسرية حبيس الرياضيات النظرية  

ئي مباشر له، واستمر ذلك  بسبب تعقيده وعدم إيجاد تفسير فيزيا
ظهر وهي   حتى  المحلية  غير  الديناميكية  الظواهر  نمذجة  في 

تعلقاً  نظام الديناميكي ليس م الظواهر التي يكون فيها تغير حالة ال

فبحالت  طقف كما  السابقة  بل   يه  المألوف،  الكلاسيكي  الاشتقاق 
قد يشمل كامل تاريخ  السابقة على مجال زمني  الحالات  بجميع 

[ النظام  الذاكرة 2حالة  بسلوك  الخاصة  الحالة  هذه  ودعيت   ،]
 [. 3الطويلة ]

التفاضل والتكامل الكسري بسبب   تطبيقاته لقد ازداد دور حساب 
الم مختلف  في  اناجالواسعة  ذلك  في  بما  التطبيقية  تشار لات 

البلازما والألياف   البيولوجية ومعالجة الإشارة وفيزياء  المجتمعات 
-3كات الكهربائية والتحكم ]بشضوئية وفيزياء الحالة الصلبة والال
8 .] 

مراتب  من  للاشتقاق  مختلفة  تعاريف  الرياضيين  من  العديد  قدم 
أشه ريمان  كسرية  ج  –رهم  كابوتو،  لينيكوف، -نوالدو ر ليوفيل، 

]ه وريس  كوبر،  هذه 12-9ادمارد،  معظم  أن  المشكلة  لكن   ،]
الأنواع لا تحقق الصيغ الكلاسيكية للاشتقاق مثل قاعدة الضرب  

[ على سبيل المثال(.  13وقاعدة القسمة وقاعدة السلسلة )انظر ]
أمثا السابقة  الخواص  تحقق  تعاريف  مؤخراً  المشتق ظهر  ل 

المحافظ   ]Conformable)الكسري  المحافظ  14(  وغير   ]
(nonconformable[ )15،16.] 

مجلة مفتوحة                                              ورقة بحثية
        لوصول ا
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الكسري  الاشتقاق  تعاريف  بعض  المقال  هذا  في  نستعرض 
بشكل  مختلفة من خلال عرض  في مجالات  التطبيقات  وبعض 

 مختصر لبعض مساهمات كتبها باحثون مرموقون. 

II. الكسري  للاشتقاق مختلفة تعاريف 
 الكسري:  فيما يأتي أهم تعاريف الاشتقاقنورد س

 [ 17] الكسري  –اشتقاق ريمان ليوفيل  .أ

0tو  على  ةومستمر   ةمعرّف  ةحقيقي  دالة  fن  تكل   
0و 1 للدالةسري  كلليوفيل ا–ندئذ يعطى مشتق ريمان، ع  

f رتبة  ممن ال :بالعلاقة الآتية 
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1
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 [:17تعديل لهذا التعريف في ] Jumarieلذلك قدم 
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0من أجل   1 . 
أ بذلك  يحقق وتحقق  لم  لكن  الصفر،  يساوي  الثابت  مشتق  ن 

 [. 13لة انظر المرجع ]سلبعض الخواص مثل خاصة قاعدة الس

 الاشتقاق الكسري المحافظ  .ب
مؤخراً   ]  Khalilقدم  في  للاشتقاق  14وآخرون  مختلف  تعريف   ]

خواص   جميع  ويحقق  الكلاسيكي  الاشتقاق  يشبه  الكسري 
 الاشتقاق الكلاسيكي:

أن ,0]:بفرض  )f  من    → ليس  لكن  مستمر،  تابع 
الكسري مشتق  ال  يعرّفدئذ  نعضروري أن يكون قابل للمفاضلة،  ال

 بالعلاقة الآتية: من المرتبة  fالمحافظ للتابع
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0tأياً كانت   و( )0,1 إذا كان .f ع بتا-   قابل
)للمفاضلة في مجال ما  )0,a 0معa  والنهاية  
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=. 

 جـ. الاشتقاق الكسري غير المحافظ 
]   Napoles Valdesقدم   في  تعد15وآخرون  تعريف لل  لي[ 

، وأسموه بالاشتقاق الكسري غير المحافظ، (5المعطى بالعلاقة )
 وهو كما يأتي: 

أن ,0]:بفرض  )f  مستمر  → يعطى  تابع  عندئذ   ،
 بالعلاقة:  من المرتبة Nالاشتقاق من النوع 

(6  )   ( ) ( )
0

( ) lim ,

tf t e f t
N f t











−

→

+ −
= 

0tوذلك من أجل    و( )0,1. 
( العلاقتين  في  السابقين  التعريفين  و)5في  إذا  6(   ،)

1كانت    ، نحصل على الاشتقاق الكلاسيكي المعروف.=

III. [ 18]  الكسري  الاشتقاق تطبيقات 
 الاشتقاق الكسري  سنعرض فيما يأتي بعض تطبيقات

 الفيزياء   .أ

الخلايا  ا  إن داخل  السائل  مثل  المركبة،  الأنظمة  من  لعديد 
ثنائية   الأغشية  أو  المنصهرة،  البوليميرية  والمواد  البيولوجية 

للتردد وتبعاً  لزجة،  تكون  الدهنية  خلاله    الصبغة  من  يتم  الذي 
أكثر  أو  مرونة  أكثر  استجابتها  تكون  الأنظمة،  هذه  فحص 

السلزوجة.   هذه  في  التتبع  جسيمات  سلوكاً  او تأخذ  المركبة  ئل 
تنتشر جزيئات المادة بحيث يكون متوسط مربع الازاحة   شاذاً، إذ
مرك للزمن   زعن  بالنسبة  كسرية  قوى  مع  متناسب  الانتشار 

2( )r t t   منخفض انتشار  لدينا  يكون  حيث   ،
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subdiffusion   أجل 0من  1  فائق وانتشار   ،
sionusuperdiff   1من أجل   [19  توصف هذه الحركة .]

بمعادلة   رياضياً،  الانتشار،  ذات   Langevin equationفي 
[ الكسري  الخلايا  19الاشتقاق  داخل  الكاشفات  أن  ثبت  كما   .]

البيولوجي الأغشية  ومكونات  المركبة  السوائل  في  أو  ة  البيولوجية 
 [. 22-20جة المرنة ] ز لتظهر هذا النوع من الحركة ال 

 الممانعة الطيفية الكهربائية .ب
وجهة   من  مهماً  دوراً  الكهربائية  الطيفية  الممانعة  تقنية  تلعب 
الخصائص  حول  معلومات  على  للحصول  التجريبية  النظر 

[ السوائل  المختلفة ولاسيما  المواد  للعديد من  يتم  23الكهربائية   .]
من الا   التحقق  نموذج  باستخدام  نظرياً  لـ  نذلك  -Poissonتشار 

Nernst-Planck  [24 التردد حد  في  المكافئة.  الدارات  و/أو   ]
)كالشروط  بسيطة  اعتبارات  مع  الأساليب  هذه  تعد  المنخفض، 
السلوك   وصف  على  قادرة  غير  الدارة(  عناصر  و/أو  الحدية 

خا بشكل  فقط  تكون ملاحظة  الخلافات  هذه  وإن  ص التجريبي، 
. مع ذلك من خلال استخدام [24،25في حد التردد المنخفض ]

وبإجراء تغيرات مناسبة أدوات حساب التفاضل والتكامل الكسري  
المشكلة  هذه  على  التغلب  الممكن  من  الحدية  الشروط  على 

[ التردد  نطاقات  جميع  في  التجريبي  السلوك  [. 26،27ووصف 
للبح النهج  هذا  استخدام  يمكن  ذلك  على  انتشار  علاوة  في  ث 

خلية   في  الكهكالأيونات  الناقلية  خلال  من  التي ربائية  هربائية 
 ترتبط مباشرة بمتوسط كربع الازاحة.  

 الدارة المتماثلة  .ت
يمكن استخدام خاصة التكامل الكسري على التسلسل في الدارات 

 :المتماثلة
(7  )  ( ) ( )a t a t a t a tI I I f s I f s     + +=    
التفاضلية   المعادلة  حل   لحساب 

)الكسرية ) ( ) ( ) ( )y t f t y t = محددة    و، حيث−
للمعاملات  الطيفية  الممانعة  من  المحسوبة  القياس  بثوابت 

( الشكل  الفيزيائية. يوضح  الحسابات  في  ( مخطط 1المستخدمة 
0.3تنفيذ دارة من أجل   0.5 1.0 = + [، وتم اختبار 28]  +

ل ـ أخرى  الخطوة حالات  لتابع  المقاسة  الاستجابة  وكانت   ،
. تتطابق سعة Mittag-Lefflerمطابقة لتلك التي تنبأ بها تابع  

بها  تنبأ  التي  تلك  مع  الجيبية  الدخل  الاستجابة لإشارات  وطور 
 وصف فورييه. 

 
مخطط دارة حيث   .1  الشكل

1 0.3F و =
2 10.5, 1.0F c =   ليعطي مرتبة كسرية كلية ،

1.8 =. 

 التحكم  .ث
يتم استخدام المرتبة الكسرية في التحكم كما في حالة نظام تحديد  

 .(air-based precision positioning system)المواقع الجوي  
واستقرار الحركة   (bandwidth)دقة وعرض النطاق الترددي  تعد ال

  PIDمن أهم مؤشرات الأداء لأي نظام حركة. لقد أثبت المتحكم  
الكسرية   المرتبة   PID: Proportional-integral-derivative)ذو 

controller)    أنه فعال للغاية لتحسين الأداء، إذ استخدمKrijinen 
والتكامل الكسري للتحكم في   [ حساب التفاضل29وآخرون في ] 

نظام   ةصمن تصميم  البحث  هذا  في  تم  إذ  بدقة.  المواقع  تحديد 
تحديد المواقع اللاتلامسي عن طريق تعويم رقاقة سيليكون على 

((. تم التحكم بالنظام كما 2طبقة رقيقة من الهواء )انظر الشكل )
( بالشكل  موضح  متتاليين 3هو  تحكم  جهازي  تصميم  تم  إذ   ،)

لقد  (SISO)ل واحد/مخرج واحد  بمدخ أنبث.  تم زيادة عرض  ت  ه 
كتلة   لنظام  الترددي  معوض   –النطاق  باستخدام  منتظم  ربيعة 

 كسري رئيسي. 
المتحركة   الكتلة  هذه  مثل  أن  اثبات  تم  فقد  ذلك  إلى  بالإضافة 
الكسور فقط يتم تمديد  تتصرف أساساً بشكل كسري، وباستخدام 

% للحلقتين الداخلية 62% و 14.6بنسبة  عرض النطاق الترددي  
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عن  اخوال فضلًا  الترتيب.  على  عرض  رجية  جعل  يتم  ذلك، 
هرتز،    60النطاق الترددي للحلقة المغلقة لتحديد المواقع للرقاقة  

يبلغ   الموقع  تحديد  خطأ  إلى  يؤدي  والذي   104مما  نانومتر، 
 يأتي من ضجيج المستشعر واضطرابات الضغط.

بدقة المعتمد على  تحديد المواقع ةنظرة عامة على منص    2 .الشكل 
 .TU Delftالهواء المصممة من قبل 

 
  (ILC)استراتيجية التحكم المقترحة، مع حلقة تحكم داخلية    3 .الشكل

 .(OLC)وحلقة تحكم خارجية 

 الطب .ج

-ECG  (Electroرنة  يستخدم حساب التفاضل والتكامل الكسري لمقا

Cardiogram  )للمرضىخم القلب  تخطيط  تكون [30]  ططات  إذ   ،
قابلة  غير  لكن  مستمرة  لتوابع  بيان  شكل  على  المخططات  هذه 

أو   بعض  في  النقاط،في  للمفاضلة  يف  كل  حساب  شحيث  ل 
إيجاد  يتعذر  لأنه  توصيفه  في  الكلاسيكي  والتكامل  التفاضل 

بالمشتقات   لكن  الانقطاع،  نقاط  التفاضل  في  حساب  استخدام 
 لكسرية في تلك النقاط.الكسري يمكن إيجاد المشتقات ا والتكامل

 
 في مخطط تخطيط القلب.  PQRSTشكل طبيعي لموجة    4 .الشكل

IV. الاستنتاجات 
مراتب   الاشتقاق من  تعاريف  تناول بعض  المقال  هذا  في  تم 

التطبيقات   بعض  عرض  تم  كما  مختلفة، كسري،  مجالات  في 
كل من  الف  وتبين  لهذا  الكبيرة  الأهمية  من  ذلك  الحديث  رع 

الرياضيات، لذلك نأمل أن توجه هذه المعلومات المتواضعة التي 
انتباههم  تجذب  وأن  الشباب،  الباحثين  المقال  هذا  في  قدمناها 
الحقيقي وأن   العالم  العلم الحديث في  لرؤية بعض تطبيقات هذا 

 ة. يو أفضل لهذه الأداة الرياضية القتكسبهم فهماً 
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