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 الملخص 
  قد   .العسكرية    بما فيها التطبيقات  ،قات  من التطبي  ديلعدمهمة في ا سألة  هي م   فريسةل  ترسفم  ملاحقةرياضي لعملية  النموذج  الإن إيجاد  

. إن  أو ملاحقة طائرة مسيرة لهدف ما  ،أو عملية رصد ينفذها روبوت    ، تتبع و مراقبة درون لجسم معين    عملية  الملاحقةيمثل منحني  
ثم محاولة   ،لفريسته  دة حيوان مفترس  ر امط  من خلال مراقبة  ،عالم الطبيعة    ماذجها الرياضية منن   جميع التطبيقات السابقة جرى تطوير

 بطريقة رياضية .  الملاحقةتحليل مسار 
و هو عبارة عن معادلة تفاضلية    ،  مفترس و فريستهن  بي  Puresuit Curve  الملاحقةالنموذج الرياضي لمنحني    تصميمفي هذا المقال تم  

و هي من أهم الطرق   ، من الرتبة الرابعة    Runge-Kutta  ديةكوتا العد  انجطريقة ر عادلة بحل الم  تم ثم    ، ة  من الرتبة الثانيطية  لا خعادية  
نتائج المحاكاة   تبينحيث    ،  Matlabجرى تنفيذ الطريقة برمجياً باستخدام لغة    و  ،  العادية  العددية المستخدمة في حل المعادلات التفاضلية

 . أو مقدار السرعة المطلوبة لتحقيق ذلك ، هسلكمسار الذي ييث طبيعة المن ح سواء للفريسة ترسالمف وصول كيفية
 Runge-Kutta ، Matlabطريقة رانج كوتا العددية  ،عادية معادلة تفاضلية  ،  Pursuit Curve : كلمات مفتاحية

 

 

 

I. مقدمة       
خلال   الملاحقةمنحني   معين  جسم  يسلكه  الذي  المسار   هو 

متل  تتبعه آخر  .  حجسم  المسألرك  تناولها    ة هذه    ةر بصو جرى 
ا للمرة  عام  صريحة  قبل    1732لأولى   Pierre Bouguerمن 

منحني    .   [1] مصطلح  فجرى   Pursuit Curve  الملاحقةأما 
. George Boole  [2]من قبل    1859للمرة الأولى عام    تقديمه

  ،  يةنة حربأو سفي  ،  المسار المنحني الذي تسلكه طائرة مهاجمة
الم  ،ة  ة معينتحرك بسرعيعلى هدف   الذي يسلكه    سارو كذلك 

 .  ملاحقةجميعها منحنيات  ،فترس للإمساك بفريسته م
يتحرك  لمسار جسم  الرياضي  النموذج  إيجاد  المسألة  تقتضي 

يتحرك يطارده  هدف  إلى  للوصول  معينة  ما    بسرعة   ،بسرعة 
باتجاه الهدف .    في كل لحظةبحيث يغير الجسم المهاجم مساره  

ا  تمكن النمذجة  الرياضي عملية  لهذه  تحليلألمسة  من  طبيعة ة  ل 

المسار المتبع و شروط تحقق عملية وصول الجسم المهاجم إلى  
 الهدف بدقة .  

الرياضية   النمذجة  مع  تت  الملاحقة  لمنحنيإن  التعامل  طلب 
الثانية الرتبة  العادية اللاخطية من  التفاضلية  حيث    ،  المعادلات 

نوع لاذا لتحليلي لهضي ايجاد الحل الرياإن من الصعب عملياً يكو 
 . النماذجمن 

تعتبر الطرق العددية إحدى أهم أدوات التعامل مع المعادلات  
  Runge-Kuttaتعد طريقة رانج كوتا    و  ،  لاخطيةالتفاضلية ال

العددية من الرتبة الرابعة من أهم طرق حل المعادلات التفاضلية  
الا  ،العادية   بعين  تأخذ  الخعباعتبارها  الحدود  الأولتبار  ى  مسة 

إلى    ،  [3]ر  تايلو   رو منشمن   الوصول  على  قادرة  يجعلها  مما 
 الحل بدقة كافية . 

 

ل توحة الوصو مفة مجل                                        ورقة بحثية
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II. الملاحقة  يلمنحن  الرياضي النموذج 
في لحظة    يشاهد  ،   (x, y)ض هناك مفترس في الموضع  بفر 

بسرعة   تتحرك  فريسة  مستقيم    vمعينة  المفترس بخط  يبدأ   .
 ط خاه  ماً باتجن دائكو ل  ،  wثابتة    ةبالتحرك نحو الفريسة بسرع

 ن الموضع اللحظي للمفترس باتجاه فريسته .النظر بي
وضع  المانطلاقاً من    t=0في اللحظة    لمفترسليكن بدء التحرك ل

الموضع    ،  (0,0) اللحظة في  الفريسة عند هذه    .  (a,0)حيث 
في   فإن موضع الفريسة  لذا  ،  x=aالفريسة بخط مستقيم    تتحرك

 .  1الشكل   يفين كما هو مب   ،  (a,vt)هو  tمنية ز أي لحظة 
 

 
 بين مفترس و فريسة الملاحقةشكل تخطيطي لمنحني . 1الشكل 

 
 y=f(x) . سلمفتر إيجاد مسار األة مسالبهذا الشكل تصبح 

البدء   النقطتين  في  النظر بين    و   (x,y)يجب تحديد معادلة خط 
(a,vt) . ماس للمسار مباعتبار ميل هذا الخط هو ذاته ميل ال  
y=f(x) [4]التالية  قةوفق العلا  : 

 

أن   ثابتة  بما  بسرعة  يتحرك  التي   ،  wالمفترس  المسافة  فإن 
الموضع   زمن   tحيث    ،   L=wt  هي  يقطعها من  التحرك 

 . الابتدائي

طول المسافة التي يقطعها المفترس هي    ،لكن من ناحية أخرى  
 .  (x,y)و   (0,0)بين الموضعين  القوس

 :  dLقداره مللقوس ل عنصري و من أجل ط
 

لتالي :ابو   

 

 
 

التكامل لطرفي العلاقة ب ينتج طول المسار    xبالنسبة إلى    إجراء 
 :   [4] كما يلي

 

الزمن بالاستفادة من علاقة ميل خط   L=wtالعلاقة  في    بحذف 
 :  [4]الية لاقة التتنتج الع السابقة الفريسةو  المفترسالنظر بين 

 

 :  [4] ينتج xإلى  لسابقة بالنسبةا تفاضل العلاقة ب

 

معادلة تفاضلية عادية لا خطية غير متجانسة من المرتبة و هي  
و التي بحلها ينتج المسار الذي   ،  الملاحقةمنحني    تصف  الثانية

 . يسلكه المفترس لبلوغ فريسته

III. رانج  طريقة  باستخدام  الملاحقة  منحني  محاكاة 

 الرابعة  الرتبة من العددية كوتا
ستخدام طريقة رانج كوتا  اب  ةالملاحقحني  منل  المحاكاة  نفيذتتم  

الرابعة    (Runge-Kutta)العددية   الرتبة  المعادلات من  لحل 
العادية  الثانية  التفاضلية  الرتبة  التي تقوم بحساب قيمة   ،  من  و 

اللحظة    hi+yالحل    الحل قيمة    بالاعتماد على  hi+xللمعادلة عند 
iy السابقة اللحظة عند ix منيةز ال مة الخطوةقي و h . 

رانج كوتا من الرتبة الرابعة الحدود الخمسة    طريقة  ذتأخحيث  
 الأولى من من منشور تايلور و تهمل باقي الحدود . 

 بفرض المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية بالشكل التالي : 
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تفاضليتبت معادلتين  جملة  إلى  محويلها  الأولى    نين  ما  كالرتبة 
 :  [4]يلي 

 
 

 حيث يمكن حلها بالشكل التالي : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 :كما يلي v و  yيمكن حساب و 

 

 
 

 كما يلي : Matlabمكن برمجة هذه الطريقة بلغة ي
 

xf = input('xf=');  

X(1) = input('x0=');  

Y(1) = input('y0=');  

V(1) = input('v0=');  

for i=1:(xf-X(1))/h 

    y=Y(i); 

    x=X(i); 

    v=V(i); 

    m1=subs(f); 

    x=X(i)+0.5*h; 

    y=Y(i)+0.5*h*V(i); 

    v=V(i)+0.5*h*m1; 

    m2=subs(f); 

    x=X(i)+0.5*h; 

   y=Y(i)+0.5*h*V(i)+0.25*h^2*m1; 

    v=V(i)+0.5*h*m2; 

    m3=subs(f); 

    x=X(i)+h; 

    y=Y(i)+h*V(i)+0.5*h^2*m2; 

    v=V(i)+h*m3; 

    m4=subs(f); 

Y(i+1)=Y(i)+h*V(i)+(1/6)*(m1+m2+m

3)*h^2;  

V(i+1)=V(i)+(1/6)*(m1+2*m2+2*m3+m

4)*h; 

    X(i+1)=X(i)+h; 

end 
 

تتضمن   مصفوفية  نافذة  شكل  على  إدخال  واجهة  استخدام  مع 
 .  2كما في الشكل   ،لعملية المحاكاة   البارامترات الإدخ

 

 
 Matlabنموذج المحاكاة بلغة  إلىنافذة بارامترات الإدخال . 2الشكل 

 
بتطبيق الأمر   ضمنالمحاكاة    و  باستخدام  المتحرك  الرسم  بيئة 

drawnow    في لغةMatlab  كما في   الملاحقة  منحنيسم  م ر يت
 .  3الشكل 
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   سة وفق مسار التتبع الناتج بالمحاكاةمسار المفترس و الفري . 3لشكل ا
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و    ،توضح المحاكاة المسار الدقيق لوصول المفترس إلى الفريسة  
منهما   كل  يقطعها  التي  الوصول    ،المسافة  نقطة  إحداثيات  و 

 . بدقة
المحاكاة توضح  الب  كما  الشرط  وفق وحيأن  الوصول  لتحقيق  د 

أكب  الملاحقة  منحني المفترس  سرعة  تكون  أن  هو  من  الناتج  ر 
لمسار الناتج بأي سرعة أكبر من اأن سلوك  أي  ،سرعة الفريسة 

ما   لحظة  في  لها  المفترس  بلوغ  الفريسة يضمن  و هي   ،سرعة 
 .  نتيجة مهمة جرى الاستفادة منها في العديد من التطبيقات

IV. الاستنتاجات: 
  آلية  توضح  معين  هدف  ملاحقة  لمنحني  الرياضية  ةنمذجلا  -1

 .  بدقة  الهدف بلوغ
الرياضي   -2 النموذج  إلى  يتطلب    ملاحقةال  لمنحنيالوصول 

خطية   غير  الظاهرة  باعتبار  معه  عددياً  حيث   ،التعامل 
 . يكون تطوير الحل التحليلي أمراً صعباً 

لنموذج -3 العددي  برمجية   الملاحقة  منحني  الحل  بطريقة 
ي إمكانية تنفيذ محاكاة متحركة  يعط  Matlabخدام لغة  تاسب

للفريسة   المفترس  مطاردة  فهماً   ،لعملية  يعطي  ما  هو  و 
 . ثر تفصيلًا كأ

العددية   -4 المحاكاة  التي    الملاحقة  لمنحنيتوضح  المسافة 
الفريسة   و  المفترس  الوصول    ، يقطعها  نقطة  احداثيات  و 

 بدقة . 
في    الملاحقة   لمنحنية  ياضييمكن الاستفادة من النمذجة الر  -5

المدنية التطبيقات  من  الرصد    مثل  العديد    مجالفي  مهام 
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